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   LÍMITES DE FUNCIONES – ELECTIVO -  3°MEDIO
El límite de una función en un punto es obtener el valor al que se va aproximando esa función cuando x tiende a un determinado punto, pero sin llegar a ese punto.

       Por ejemplo analicemos la siguiente función  en torno a  x = 2:
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       Ahora, analicemos que sucede con las imágenes de la  función cuando elegimos valores cercanos a  2, tanto por la derecha e izquierda de  x = 2.
	x
	1.65
	1,789
	1,998
	2
	2,001
	2,025
	2.12

	f(x)
	3,65
	3,789
	3,998
	No existe
	4,001
	4,025
	4,12


En la tabla se observa que a medida que x  se acerca a 2 por la izquierda, sus imágenes se aproximan a 4 y a medida  que x se aproxima por la derecha a 2, sus imágenes se aproximan también a  4.    Entonces, podemos concluir que el  límite de la función f(x), cuando x tiende a 2  es  4.
Esta conclusión se simboliza de la siguiente manera:
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NOTA: En general,  cuando X tiende al punto Xo, el valor de la función se va aproximando a  L,  por tanto, el límite de esa función cuando X tiende a Xo es L. Gráficamente quedaría de la siguiente manera:
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      Si te das cuenta, conforme nos vamos aproximando al valor Xo en el eje x, en el eje y, el valor de la función se va a aproximando al valor L.

      No hay que confundir el límite de una función con el valor de una función en un  punto, que es el valor que tiene la función justo en ese punto. Mucho cuidado porque pueden no coincidir.
Definición: Diremos que el límite de la función f(x) es L, es decir, f(x) se acerca al valor L cuando x se aproxima al valor x0, si y sólo si para todo ε > 0, existe un valor δ>0 tal que si |x – x0|< δ, entonces |f(x) – L |< ε.
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                   Esto es:     

CÁLCULO DE EL  LÍMITE DE UNA FUNCIÓN
a)  Si existe  f(x0), es decir, si al reemplazar x0  en la función nos da un número Real,  entonces:
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Ejemplos:
1)  
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  (Indeterminado)
b)  Si f(x)  es una función fraccionaria  y  f(x0)  nos da un valor indeterminado, es decir:  
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,   entonces significa que el límite existe y se debe calcular.

     Para calcular el límite, podemos usar métodos algebraicos como: factorizar, simplificar, amplificar, racionalizar, etc.

Ejemplos:

1)  
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Si reemplazamos da  
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https://www.youtube.com/watch?v=o2UTk8bsLS0   (Intro)
https://www.youtube.com/watch?v=mu0HoSjc1nY   (Vida)
Cómo resolver el límite de una función

En los casos donde el dominio de la función es todo R (la función es continua en todo R), como por ejemplo en polinomios, el límite de la función en un punto se va a calcular igual que el valor de la función en ese punto, es decir, sustituyendo el valor por la x.

Vamos a resolver el límite de la función anterior cuando x tiende a -1:

[image: image12.png]lim x*+2x+1 =
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Para resolverlo, tenemos que sustituir la x por -1 y operar:

[image: image13.png]=(-1P+2.(-1)+1=1-2+1=0




Y obtenemos el resultado del límite que es 0.

Date cuenta cuando sustituimos el valor al que tiende la x por la x, el límite desaparece.

En este caso, el límite de la función cuando x tiende a -1, y el valor de la función en -1 coinciden, pero no tiene por qué ser así.

En funciones que no son continuas (el dominio no es todo R), hay puntos donde el límite tenga un valor y sin embargo, la función en ese punto no exista o el valor de la función tenga otro valor distinto.

Por ejemplo, en la siguiente función:

Límites laterales

Hemos visto antes que el límite de una función es el valor al que se va aproximando esa función cuando x tiende a un determinado punto, tanto por la izquierda como por la derecha.

Sin embargo, se puede calcular el límite de una función cuando nos aproximamos sólo por la izquierda o cuando nos aproximamos sólo por la derecha. Son llamamos límites laterales.
El valor de los límites laterales de una función puede coincidir o no.

Para que exista el límite de una función en un punto, el valor de los límites laterales debe coincidir y ése será el valor del límite en ese punto.

Si los límites laterales no coinciden, entonces el límite no existe.

Vamos a verlo con un ejemplo para que lo veas más claro.

Tenemos la siguiente función:
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Vamos a calcular cuánto vale el límite de la función cuando x tiende a 4.

Si nos acercamos a x=4 por la izquierda, el límite es igual a 3:

[image: image15.png]lim f(x)=3
s




Cuando el límite lateral es por la izquierda, se le añade como exponente un signo menos al valor de x al que tiende el límite.

Si nos acercamos a x=4 por la derecha, el límite es igual a 5:

[image: image16.png]lim f(x)=5
s




Cuando el límite lateral es por la derecha, se le añade como exponente un signo más al valor de x al que tiende el límite.

Los límites laterales en este caso no coinciden, por tanto el límite de la función cuando x tiende a 4 (por los dos lados) no existe:

[image: image17.png]lim f(x)#lim f(x) = 3 lim f(x)
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El símbolo de «no existe» es una E mayúscula al revés tachada.

Si quieres aprender  a calcular cualquier límite, no te pierdas el Curso de Límites. Las plazas son limitada

Operaciones con límites

En este apartado te vamos a detallar las propiedades que te permitirán operar con límites como si fueses un experto doctor (matemático). Más que memorizarlas, deberás entenderlas y razonarlas. ¿Empezamos?

Límite de la suma y resta de funciones

El límite de la suma o diferencia de dos funciones es la suma o resta de los límites de cada función. Así, si lim f(x)=a y lim g(x)=b entonces:

lim [f(x)±g(x)]=lim f(x)±lim g(x)=a±b
Ten presente que esta operación puede dar lugar a una indeterminación de tipo ∞-∞ (cuando a y b sean valores infinitos) que habría que resolver por otros métodos.

Ejemplos
Sabiendo que limx→∞f(x)=3 y que limx→∞g(x)=2, nos queda que:

limx→∞(f(x)+g(x))=limx→∞f(x)+limx→∞g(x)=3+2=5limx→∞(f(x)−g(x))=limx→∞f(x)−limx→∞g(x)=3−2=1
Sabiendo que limx→1f(x)=127 y que limx→1g(x)=5, nos queda que:

limx→1(f(x)+g(x))=limx→1f(x)+limx→1g(x)=127+5=477limx→1(f(x)−g(x))=limx→1f(x)−limx→1g(x)=127−5=−227
Nota:: Aunque el cálculo concreto de límites es propio de otros apartados, las funciones concretas podrían ser:

f(x)=6x2+52x2+5 ; g(x)=3x+2⇒f(x)+g(x)=6x2+52x2+5+3x+2
Límite del producto de funciones

El límite del producto de dos funciones es el producto de los límites de cada función. Así, si lim f(x)=a y lim g(x)=b entonces:

lim [f(x)⋅g(x)]=lim f(x)⋅lim g(x)=a⋅b
Ten presente que esta operación puede dar lugar a una indeterminación de tipo 0·∞ que habría que resolver por otros métodos.

Ejemplos
Sabiendo que limx→∞f(x)=3 y que limx→∞g(x)=2, nos queda que:

limx→∞(f(x)⋅g(x))=limx→∞f(x)⋅limx→∞g(x)=3⋅2=6
Sabiendo que limx→1f(x)=127 y que limx→1g(x)=5, nos queda que:

limx→1(f(x)⋅g(x))=limx→1f(x)⋅limx→1g(x)=127⋅5=607
Nota: Hemos considerado las mismas funciones que en el ejemplo de la suma y resta de funciones, con lo que:

f(x)=6x2+52x2+5 ; g(x)=3x+2⇒f(x)⋅g(x)=6x2+52x2+5⋅(3x+2)
Límite del cociente de funciones

El límite del cociente de dos funciones es la división de los límites de cada función. Así, si lim f(x)=a y lim g(x)=b, con b≠0, entonces:

lim [f(x)g(x)]=lim f(x)lim g(x)=ab
Ten presente que el cociente de funciones puede dar lugar a indeterminaciones de distintos tipos (k/0 , 0/0 ó ∞/∞).

Ejemplos
Sabiendo que limx→∞f(x)=3 y que limx→∞g(x)=2, nos queda que:

limx→∞(f(x)g(x))=limx→∞f(x)limx→∞g(x)=127/5=1235
Sabindo que limx→−32f(x)=3219 y que limx→−32g(x)=0, nos queda que:

limx→−32(g(x)f(x))=limx→−32g(x)limx→−32f(x)=03219=0
Sin embargo, al estudiar limx→−32(f(x)g(x)), nos quedaría k/0 que es una indeterminación. Esto no significa que el límite de f(x)/g(x) no exista, sólo que no podemos resolverlo a partir de los límites de f(x) y g(x) exclusivamente, sin tener más información.

Nota: En estos ejemplos las funciones concretas son las mismas que las de los ejemplos de los puntos anteriores. Con esa información si estarías en disposición de resolver la indeterminación obtenida, como estudiaremos en el apartado correspondiente.

f(x)=6x2+52x2+5 ; g(x)=3x+2⇒f(x)/g(x)=6x2+52x2+53x+2
Límite de la función constante

El límite de una constante es la propia constante:

lim k=k
De lo anterior se puede deducir que las constantes pueden "salir" fuera de los límites:

lim k⋅f(x)=lim k⋅lim f(x)=k⋅lim f(x)
Ejemplos
Sea h(x)=5, entonces:

limx→∞5=limx→15=limx→−325=5
Por otro lado, siendo limx→∞f(x)=3, nos queda:

limx→∞h(x)⋅f(x)=limx→∞5⋅f(x)=5⋅limx→∞f(x)=5⋅3=15
Nota: La función f(x) podría ser la misma usada hasta ahora en todos nuestros ejemplos:

f(x)=6x2+52x2+5 ⇒h(x)⋅f(x)=5⋅6x2+52x2+5
Límite de la potencia de funciones

El límite de la potencia de dos funciones es el valor de la potencia de los límites de cada función. Así, si lim f(x)=a y lim g(x)=b, entonces:

lim [f(x)g(x)]=lim f(x)lim g(x)=ab
Ten presente que el límite de la potencia de funciones puede dar lugar a indeterminaciones de distintos tipos (00, ∞0 ó 1∞).

Recuerda que la función potencia f(x)g(x) ó g(x)f(x) solo se define para valores positivos de la base.

Ejemplos
Sea limx→1f(x)=127 y limx→1g(x)=5, tenemos que:

limx→1(f(x)g(x))=limx→1f(x)limx→1g(x)=(127)5
Por otro lado, sea limx→∞j(x)=−3, y limx→∞f(x)=3, tenemos que:

limx→∞(f(x)j(x))=limx→∞f(x)limx→∞j(x)=(3)−3=127
Pero no existe limx→∞(j(x)f(x)) porque j(x)<0 para valores grandes de x.

Nota: Las funciones f(x) y g(x) podrían ser las mismas que en los ejemplos anteriores. En cuanto a la función j(x) podría ser:

j(x)=6x+31−2x
Potenciales

Sea lim g(x)=a, entonces:

lim (g(x))q=(lim g(x))q=aq con q∈Q
q∈Qsignifica que la potencia (q) de la función puede ser un número entero o uno fraccionario. Por otro lado, observa que este caso se puede ver como una particularización del límite de la potencia de funciones, ya estudiado, en el que el exponente es una función constante.

Raíces

Recuerda que una raíz es una potencia de exponente fraccionario anm=an−−√m, con lo que estamos ante una particularización del caso anterior. Así pues, sea lim g(x)=a, entonces

lim g(x)−−−−√m=lim g(x)−−−−−−−√m=a−−√m
Siempre que m es impar o g(x)≥0 en todo el dominio.
https://www.fisicalab.com/apartado/limites-operaciones
https://matematica.laguia2000.com/general/limite-en-un-punto
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